Boolesk Algebra og Det Binaere Talsystem - temahaefte

Dette temahafte introducerer to-talsystemet og logiske udtryk (Boolesk algebra) der anvendes af
computere. Vi leerer, at almindelige regneregler ogsa geelder i to-talsystemet, og vi prever at nedskrive
simple apparaters opfersel vha. booleske udtryk.

Heeftet kan hentes gratis i pdf-udgaven pa www.mathiasen.eu — books.

Pa en digital indgang kan en computer kun se forskel pa, om en kontakt er teendt
eller slukket. Men til gengeeld er den hurtig og god til at regne.

1 Boolesk Algebra - oprindelse

I 1854 var der en engelsk matematiker og logiker ved
navn George Boole (1815-1864) der lavede en algebraisk
beskrivelse af logiske love - det der i dag kaldes Boolesk
Algebra. George Boole var autodidakt (senere matematik
professor ved Queens College i Irland) og det var diskus-
sioner med filosoffer og logikere, der fik Boole i gang
med at opstille de logiske regler.
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1 Det binzre talsystem (to-talssystemet)
1.1 Det binere talsystem og dets opbygning

Et simpelt regnestykke som 6 + 9 = 15 kan en computer udfgre pa et nanosekund. Mennesket bruger ti-
talsystemet nar vi regner - tallene fra nul til ni. Men i sin grundform kan en computer kun forsta to tal,
nemlig 0 og 1. Sa for at computeren kan udfare regnestykket, bliver 6 og 9 lavet om til to-talsystemet.
Computeren finder et facit og konverterer det fra to-talsystem tilbage til ti-talsystemet, sa vi kan forsta det.

Nar vi skal forstd computerens made at regne pa, er det godt lige at teenke lidt over hvordan vi selv ger nar
Vi regner.

Vi begynder med ti-talsystemet. Nar man skriver 3146 i vores normale ti-talsystem betyder det, at der er
seks enere, fire tiere, en hundrede, og tre tusinder. Laegges de disse tal sammen, giver det 3146.

Pa skemaform kan det skrives pa fglgende vis:

1000 100 10 1
3 1 4 6
3000 + 100 + 40 + 6 = 3146

Et ciffers placering afggr dets betydning

Pa tilsvarende made er det i to-talsystemet. Her telles ikke fra 0 til 9, men fra 0 til 1. Et ciffer kan have
veerdien 1 eller 0. | ti-talsystemet kan et ciffer have veerdien 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 eller 9. | to-talsystemet
er der kun; Oeller1 - nul elleren - falsk eller sandt - high eller low - lys eller mgrke - teendt eller
slukket

Kun 0 eller 1. Tallet 6 i ti-talsystemet skrives som 0110 i to-talsystemet. To-talsystemet kaldes ogsa det
binzre talsystem (binar betyder “sammensat af to”). Tallet 3 i ti-talsystemet skrives som 0011 i det binzere
talsystem.

1.1.1 Konvertering fra ti-talsystem til to-talsystem

Et tal i to-talsystemet konverteres til ti-talsystemet ved at indseette to-tal-systems tal i tabellen herunder.
Derefter leegges kolonneoverskrifterne sammen de steder, hvor der er "1" i cellen. Séledes bliver tallet
0000|0101

| to-talsystemet til 5 i ti-talsystemet.

128 64 32 16 8 4 2 1
0 0 0 0 0 1 0 1

0 +0 +0+0+ 0+ 4+ 0+ 1 =5

| ti-talsystemet hedder et enkelt tal et ciffer. | to-talsystemet kaldes det et bit. Normalt arbejdes der i to-
talsystemet med 8 bit ad gangen - det kaldes en byte. 1 gigabyte er med andre ord 8 gigabit.

Der er placeret en lodret streg mellem de gverste 4 bit og de nederste fire bit. Det er gjort for at gge
lzesbarheden, men er ellers uden betydning for tallets veerdi.
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@velse 1 - sidder du fast s& snak med sidemanden
Konverter fglgende binare tal til ti-talsystem

128 64 32 16 2 1
a) 0000 | 0110

128 64 32 16 2 1
b) 1100 | 0110

128 64 32 16 2 1
c) 0001 | 0100

128 64 32 16 2 1
d) 1111|1110
@velse 2 - sidder du fast s& snak med sidemanden
Konverter fglgende decimaltal, til tal i to-talsystemet.

128 64 32 16 2 1
a) 4

128 64 32 16 2 1
b) 17

128 64 32 16 2 1
c) 130

128 64 32 16 2 1
d) 61

128 64 32 16 2 1
e) 10

128 64 32 16 2 1
N o0

128 64 32 16 2 1
g) 253

128 64 32 16 2 1
h) 85
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1.1.2 Bineer addition
To binzre tal legges sammen pa gammeldags made ved at stille dem over hinanden

0000 | 0001 altsa 1
+ 0000|0100 +4
= 0000 | 0101 =5

@velse 3 - sidder du fast sa snak med sidemanden
Leeg folgende tal sammen.

a) 0000 | 0110 + 0010|1000

0 0 0 0

o
=
=
o

+ 0 0 1 0 1 0 0 0

b) 0100|0100 + 1010|1001 (set selv tallene ind i skemaet)

+

¢) 0100|0101 + 1000 | 1000

Addition med "'carry'" (mente)

Nar vi leegger to store tal sammen pa den gammeldags metode (fra folkeskolen) skubber vi en ti‘er, hvis
resultatet af to cifre bliver for stort. Det kalder vi mente (carry pa engelsk). Man begynder bagfra:

) - 2 - 3 - 4 - 9

NB! +1 +1
1625 1625 1625 1625 1625
+ 5621 + 5621 + 5621 + 5621 + 5621
= 6 = 46 = 246 = 246 = 7246

@velse 4 - sidder du fast sa snak med sidemanden

a) Leaeg folgende tal sammen pa den gammeldags metode.
Begynd bagfra - tjek efterfglgende svaret med din lommeregner:

36569 69568 123586
+ 55320 + 46351 + 680481
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@velse 5 - leeg nu falgende 2-talsystems tal sammen - ""med carry"*

a) 0001 | 0110 + 0010|0100 (set selv tallene ind i skemaet)

b) 0110|0110 + 00101011

1.1.3 Subtraktion

(0011 1010)

Metoden til at subtrahere (minus-stykker) i ti-talsystemet kan ogsa anvendes i to-talsystemet. Man starter

bagfra og sa "laner" vi fra naboen. | to-talsystemet far man to, nar man laner.

) - 2 - 3

10 (vi laner ti) 10

2729 2429 2729

- 1538 - 1538 - 1538
= 1 = 91 = 1191

@velse 6 - treek falgende to tal fra hinanden

to-tal systemet

10 (vi laner to stk)

0000 | 1201
0000 | 0010

0000 | 1011

a) 0011 | 0110 - 0010|0100 (seet selv tallene ind i skemaet)

b) 0110|0101 - 0010|0011

(0100 0010)
c) 1100|1011 - 0001|0101
- (1011 0110)
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Vigtig viden eller ligegyldig info

Det mest betydende ciffer i et to-talsystem, er bittet til venstre. Det betegnes MSB, som er en forkortelse af
Most Significant Bit. | et 8-bit system, er bittet til hgjre, bit nummer 0. Derfor bliver 128-markaren til bit
nummer 7. Bit 0 benavnes LSB (Least Significant Bit).

MSB LSB
7 6 5 4 3 0
128 64 32 16 8 4 2 1

N
[EN

1.1.4 To’s komplement - negative tal i to-talsystemet
| ti-talsystemet anvender vi et minustegn foran et tal, for at angive, at det er negativt.

+ 45 er et positivt tal - 45 er et negativt tal

Ved -45 bruges ciffer tres plads til fortegnet. Ved fx -6318 er fortegnet placeret pa ciffer fems plads.

Det er ogsa muligt i en computer med to-talsystemet. Men det er lidt bgvlet at detektere, hvilket bit der er
fortegn. I nogle systemer anvender man derfor bit 7, som et fast fortegnshit. Nar bit 7 er 1, er der tale om et
negativt tal.

En mere benyttet metode kaldes to s komplement. Den er hurtig for computeren at bruge, og samtidig
muligger metoden subtraktion ved at addere tallene. Det udnyttes at 60 - 45, kan skrives som +60 +(-45).
Her er et eksempel med tallet 45 i to-talsystemet:

128 64 32 16 8 4 2 1
0 0 1 0 1 1 0 1

O + 0 +32+0 + 8 + 4 + 0+ 1 =4

At toggle et bit, betyder at det inverteres - bittet vendes. 0 bliver til 1 (og 1 bliver til 0). Ved at toggle bit 1
i ovennavnte tal, bliver veerdien &ndret fra 1 til 0. Her er alle bittene blevet togglet:

128 64 32 16 8 4 2 1
1 1 0 1 0 0 1 0

Nér to’s komplement skal findes, toggles hvert bit (det har vi gjort) og sa legges 1 til. Sa for at feerdiggere
konverteringen, skal der nu leegges 1 til. Hermed bliver to’s komplement af det binzre tal 45 til folgende

128 64 32 16 8 4 2 1
1 1 0 1 0 0 1 1

Det smarte er, at nar de to tal l&egges sammen, fas resultatet af minus-stykket. 60-45 laves som:

+ to’s komplement af 45: +1101 | 0011
+ 60 + 0011 | 1100
=15 =10000|1111

De nederste 8 bit af resultatet giver 15.
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@velse 6 - find to’s komplement af folgende tal (forst toggle, sa + 1)

@velse a)

36 0 0 1 0 0 1 0 1

komplement

(1101 1011)

@velse b)

70 0 1 0 0 0 1 1 0

komplement

@velse c)

0 0 0 0 0 0 0 0 0

komplement

Bemark at to’s komplement af 0, bliver 0.

@velse 8 - treek folgende to tal fra hinanden

a) 0001|0010 - 0010|0101

Find forst to’s komplement af det tal der traekkes fra (0010 | 0100) og leg det s til det forste tal.

tal 0 0 1 0 0 1 0 1
komp
+ 0 0 0 1 0 0 1 0
= (1110 1101)

b) 0001|0001 - 0010|0011 (begynd med at finde to’s komplementer)

tal 0 0 1 0 0 0 1 1

komp

+

- (1110 1110)

c) 1100|1011 - 0001|0101 (set selv tallene ind i skemaet)

tal

komp

+
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1.1.5 Multiplikation

Multiplikation (gange-stykker) forlgber problemfrit i forhold til regne-reglerne. At gange med O eller 1 er
enkelt - det er de samme regler der anvendes i ti-talsystemet.

0000[0100 « 0000j0000 = 0 (4«0 = 0)

00000100 « 0000/0001 = 0000|0100 (4«1 = 4)

Skal der ganges med 2, svarer det til at leegge det oprindelige tal sammen med sig selv.

0000/0100 = 0000/0010 = 0000{1000 (4« 2 = 8)
0000 | 0100 altsa 4

+ 0000|0100 +4

= 0000 | 1000 =8

Nar der ganges med 3, sa skal det oprindelige tal l&gges sammen med sig selv, tre gange.

I computeren udnytter man dette forhold. Hvis der skal ganges med 2, skiftes de enkelte bit én gang til
venstre (left shift). Hele tallet rykkes til venstre.

4 0000/0100 (4)

42 0000|1000 (det giver 8)

443 0001|0000 (det giver 16)

4¢4 0010]0000 (32) vi har ganget med fire, ved at skifte bittet tre gange til venstre

Det ene bit rykkes et hak til venstre, hver gang tallet ganges med 2

Det er pa samme vis kommaet flyttes i normale regnestykker, nar der ganges med ti - cifferene rykkes en
plads til venstre.

Eksempel fra ti-talsystemet: 123,45 « 10 = 1234,5 (kommaet er flyttet en plads til hgjre).

Et eksempel fra to-talsystemet. Et tal ganges med to, ved at bittene rykkes en plads venstre (left shift):

0000|0100
0 0000|100 der saetters "0" ind pa den tomme plads til hgjre

Sa svaret bliver: 0 0000 | 1000

Omvendt, nar der skal deles med to, skiftes tallet en gang til hgjre (right shift).

Vigtig viden eller ligegyldig info
...... there are only 010 kind of people: Those who understand binary and those who don’t.
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2 Boolesk Algebra

Foruden de normale regneregler i to-talsystemet findes der ogsa Booleske regneregler - Boolesk algebra.
Det er logikregneregler og er en stor hjalp, nar en computer skal programmeres.

2.1 Oprindelse

I 1854 var der en engelsk matematiker og logiker ved navn George Boole (1815-1864), der lavede en
algebraisk beskrivelse af logiske love - det der i dag kaldes Boolesk Algebra. George Boole var autodidakt
(senere matematik professor ved Queens College i Irland), og det var diskussioner med filosoffer og
logikere, der fik Boole i gang med at opstille de logiske regler.

2.2 Logik

Boolesk algebra er logik-baseret. Der tales om "udsagn”. Et udsagn kan vere sandt eller falsk. Sandt/rigtigt
kan symboliseres ved lys i en lampe pa en sandhedsdetektor (ved lggn eller forkert svar, forbliver lampen
slukket)

Et falsk udsagn: Peter kan treekke vejret under vandet. L34
=

s

Et sandt udsagn: Peter kan drikke en cola. —

-~
Morlille kan ikke flyve /

—l

v

Lidt enkelt kan man sige; at det eneste en computer ger, er at kigge pa en raekke udsagn (nogle input) og
derefter udfare en ordre (output), der er afheengig af udsagnet.

2.3 Boolesk Algebra og gates

Nar der tegnes rutediagrammer, har hver kasse/symbol sin egen betydning. P4 sammen made anvendes der
i Boolesk algebra en raekke symboler, der reprasenterer forskellige Booleske regler (logiske operatorer).
Det giver et godt overblik symbolerne, og ved at kombinere symbolerne, kan man kombinere forskellige
logiske regler.

Der er grundlaeggende tre Booleske udtryk. Til hvert udtryk hgrer et symbol og en sandhedstabel.

A

AND Q
B e—
A

OR Q
B

Inverter A Q (ogsa kaldet NOT gate)

De tre grundlaeggende "gates-byggeklodser" er; AND, OR og Inverter
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Gates virkemade

Udgangen af en gate er enten 0 eller 17 (falsk eller sandt).

Udgangen kaldes Q.

Det er indgangsforholdene (kaldet A, B) der bestemmer hvad udgangen skal vere.
Indgangen kan veare 70" eller ’1”.

2.3.1 OR-gate
Udgangen, Q pa en OR gate er altid 1 - pa ner nar begge indgange er 0.

Med andre ord, sa er udgangen pa en OR gate 1, nar indgang A eller indgang B er 1.
Pa engelsk bliver det A or B, deraf navnet OR-gate.

HvisA=10gB =0, bliver Q = 1:

Det modsatte gaelder ogsa. Hvis A=00g B =1, sa bliver Q =1 (hvis A OR B er 1, bliver Q = 1). De
forskellige kombinationer af A og B kan skrives op i en sandhedstabel.

B A Q
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

Sandhedstabel for en OR gate

Ved at teelle op (binaert) fra 00 til 11 kommer man igennem samtlige indgangskombinationer.
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2.3.2 AND-gate
Tilsvarende haves en kombination, hvor bade A og B skal vere 1, far udgangen, Q ogsa bliver 1.

Med andre ord; udgangen pa en AND gate altid er 0, pa na&er nar Aog B =1
Det bliver pa engelsk til A and B

Hvis A =1 0g B =0, bliver Q =0 (bade A og B skal vere 1, far Q bliver 1):

S _
& o) R

Modsat, hvis A =0 og B = 1, forbliver Q = 0.
De forskellige kombinationer af A og B kan skrives op i en sandhedstabel.

P O Olwm
= O Ol>
m O O o

Sandhedstabel for en AND gate

2.3.3 NOT - Inverter
Den sidste gate-type er en inverter. En inverter inverterer - med andre ord s& vender Inverteren
indgangssignalet. Hvis indgangen er 1 bliver udgangen 0. Hvis indgang er O, bliver udgangen 1.

Q =«

<
)

A | a
0 ‘ 1
1 0

Sandhedstabel for en Inverter

Udgangen er det modsatte af indgangen. Sa hvis Aer 1, saer Q "not 1".
I denne situation kaldes det ogsé for "not A”.

not A skrives som A. A med en bjalke over.

En bjeelke over et boolesk udtryk betyder at udtrykket skal inverteres.
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2.3.4 Sandhedstabeller vist med el-diagram

De booleske gates kan ogsa vises med et simpelt el-diagram.
Forestil dig en lommelygte med et batteri, en kontakt og en lampe.
Nar der trykkers pa knappen (kontakten) lyser lampen.

Summegvelse - snak med sidemanden

Kig pa el-diagrammet. Nar der trykkes pa en af kontakterne (fx Kontakt 1), lyser lampen.

e
O O
Kontakt 2

—

o ©

Kontakt 1

+

e Batteri Lampe
1 100 ohm g

El-diagrammet viser en lommelygte med batteri, to kontakter og en lampe

Hvis der trykkes pa den anden kontakt (Kontakt 2) lyser lampen ogsa.
Hvis der trykkes pa begge kontakter samtidig, lyser lampen.
Er ingen kontakter trykkede, er der ingen lys.

Kredslgbet kan sammenlignes med en gate og der kan laves en sandheds-tabel. Nar en kontakt aktiveres

(ndr der trykkes pa en kontakt), svarer det til at indgang A pa en gate er 1.

a) Prav de forskellige kontaktkombinationer og skriv resultatet i tabellen
A Q

R R, O Ol
= O = O

b) Hvilken gate opfarer sig pa tilsvarende made?
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Summegvelse 9 - snak med sidemanden
Nar man trykker pa Kontakt 1, sker der ingen ting (ingen lys).

Hvordan far man lys i paeren?

—— Batteri

= 9V

s ol —r
o O 0 O
Kontakt 1 Kontakt 2

Lampe g
100 ohm

a) Prov de forskellige kontaktkombinationer og skriv resultatet i tabellen.

Q

P P OO W

, O rFr O|>

b) Hvilken gate opfarer sig pa tilsvarende made?

2.3.5 Inverter kredslgbet lavet med et mekanisk relae
Herunder er vist et kredslgb, der simulerer en inverters opfarsel.
Peeren lyser hele tiden - selvom Kontakt 1 ikke er trykket ned.

i

- [ Batteri

—

O O
Kontakt 1

|

Relee g §
¥

Lampe
100 ohm

En inverters virkemade kan vises ved brug af et omskifterrela

Nar man trykker pa Kontakt 1, aktiveres relaeet (Rela) og omskifterkontakten inde i relaeet svinger veek fra

lampen.

Det er lidt ligesom et skiftespor til et tog.
Paeren mister forbindelsen til batteriet og slukkes.

Med andre ord: nar der trykkes pa knappen, slukker pzren.

Nyttig viden eller ligegyldig info
Nar man er stifter og bestyrelsesformand for af et af verdens starste it-firmaer (Microsoft), er det lidt fedt
at hedde noget med gates - Bill Gates.
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2.4 Kombinationer af Gates

Ved at kombinere gates, kan funktionaliteten af kredskabet udbygges, og simple controllere kan bygges.
Det er nemt at lave en ”fyld badekar controller” der tjekker om der er vand nok i badekarret, og hvis der er,
give signal om at lukke vandhanen.

Det er ogsa muligt at lave en kompressor controller. Man kan lave en taeller (fx til display af ventenum-
meret i Bilkas informations k@), eller man kan lave en vaskemaskine controller.

2.4.1 Opbygning af sandhedstabeller

Her er to gatekombineret. En AND-gate er sat samen med en Inverter.
Udgangen af AND-gaten (kaldet P) er brugt som indgang pa Inverteren.

A_—

B ——

Skal der laves en sandhedstabel, begynder man fra input (A, B) og beveaeger sig mod output (Q). Fra
venstre mod hgijre.

Efter A og B er det farste vi mgder, udgangen P.

Sandhedstabellen for AND-gaten skrives op med P som resultat.

Det fungerer lidt som en mellemregning:

Q

R =, O O
= O O>»
~ O O O|T

Sandhedstabellen bygges op med én gate ad gangen

Bagefter tilfgjes en kolonne Q, og nu bruges P kolonnen som input til Inverteren.

B A P Q
0 0 0 1
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 0

Q udfyldes med P som input.

Kolonne Q er med andre ord blot det modsatte af P.
Men set udefra, er det en sandhedstabel med A og B som input og Q som output.

Ovenstaende sandhedstabel er meget anvendt. Den gealder en gate, der hedder NAND gate (navnet er
sammensat af "not" og "and" )
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Summegvelse 10 - snak med sidemanden
Lav en sandhedstabel for nedenstaende gate-kredslgb

w >
O

P O Ol W
, O Fr OlX>

Farst udfyldes kolonne P. Nar det er gjort kan kolonne Q udfyldes

Kredslgbet betegnes ogsa NOR gate.

Summegvelse 11 - snak med sidemanden
Lav en sandhedstabel for nedenstaende gate-kredslgb

B
P Q

= = O O|lX>X
= O R O W

Forst udfyldes udgangen af Inverteren, P

Nar P er udfyldt, bruges P og B som input til OR-gaten og Q nedskrives.
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Summegvelse 12 - snak med sidemanden
Lav en sandhedstabel for nedenstaende gate-kredslgb

D

o O O on
R = O Olw
= O - Ol>

N
= = O O
-~ O O

Opgaven lgses ved at udfylde en kolonne ad gangen
Begynd med at udfylde E og D.

Nar det er gjort udfyldes Q pa baggrund af E og D

Kompressorens virkemade

En kompressor er et apparat der fungerer ved, at den teender en luftpumpe, der fylder luft i en tank.
Nar trykket i tanken er 6 bar eller mere (input A = 1), slukkes luftpumpen.

Nar trykket i tanken kommer under 6 bar (input A = 0) teendes luftpumpen.

Kompressoren virker kun, nar der er teendt (B = 1) pa 230 volt kontakten pa vaeggen.

En sandhedstabel for luftpumpens funktionalitet vil se sadan ud:

B(230V) A (Tryk) Q (Luftpumpe)
0 0 0
0 1 0
1 0 1
1 1 0

Sandhedstabellen passer ikke med nogen standard gates
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Summegvelse 13 - snak med sidemanden

Fyld badekarret. Badekaret (A) kan veere fyldt (1) eller ikke fyldt (0).
Nar badekaret er fyldt, skal vandhanen (Q) lukkes (0).

Er badekaret ikke fyldt, skal vandhanen (Q) veere aben (1)

Lav en sandhedstabel for systemet

A (badekar) | Q (vandhane)

0
1

Tegnes systemet med et rutediagram fylder det en hel side. Anvendes pseudokode fylder det seks linjer.
Med Boolesk algebra kan det skrives pa to linjer.
Summegvelse 14 - snak med sidemanden

Motoren (Q) pa havetraktor kan kun starte, nar der er benzin (B) i tanken og ngglekontakten (A) er teendt.

Opbyg en sandhedstabel for systemet:

B (Benzin) A (nggle) Q (Motor)
0 0
0 1
1 0
1 1

Sandhedstabel for en motoren pa en havetraktor

Summegvelse 15 - snak med sidemanden

En kaler i et gl-anker skal holde temperaturen pa +12°C.

Nar temperaturen i fadglsanlaegget er over +12°C (A=1), teendes kgleren (Q).

Nar temperaturen er under +12°C, slukkes kaleren.

Kgleren virker kun, nar der er teendt (B=1) pa 230 Volt kontakten pa vaggen, og nar der er CO; i
kuldsyreflasken (C=1).

Opbyg en sandhedstabel for systemet

C (COy) B (230 V) A (Temp) Q (Kgleren)
0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1
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Summegvelse 16 - snak med sidemanden
El-radiatorens virkemade. Hvis hovedafbryderen i el-skabet er teendt, sa fungerer en el-radiator ved, at den
tender automatisk, nér temperaturen i stuen kommer under 20°C. Nar temperaturen kommer over 20°C
igen, slukkes radiatoren. Hvis hovedafbryderen i el-skabet er slukket, er el-radiatoren ogsa slukket, uanset
hvad temperaturen i rummet er.

a) Bestem hvad der er A og B og Q.

b) Fremstil en sandhedstabel for systemet.

Q

R O O w

1

O O|>

1

Nar A og B er fastlagt, kan sandhedstabellen udfyldes

Summegvelse 16 - snak med sidemanden

Lav en sandhedstabel for et kaleskab, der er tilsluttet en stikkontakt i veeggen.

Nar temperaturen i et keleskab er over 5°C skal kompressoren teendes - hvis altsa stikkontakten er tendt.
Nar temperaturen er under 5°C, skal kompressoren slukkes.

a) Bestem hvad der er A og B og Q.

b) Fremstil en sandhedstabel for systemet.

B A Q
0 0
0 1
1 0
1 1

Sandhedstabel for et kaleskab
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2.5 Booleske operatorer

Forskellige gates opfylder forskellige booleske regneregler.
e anvendes nar udtryk AND’es sammen.
”+” anvendes nar udtryk OR’es sammen.

10 =0 (deteren AND gate) 1+0 = 1 (deterenOR gate)
lel=1 1+1 = 1 (ikke 10, fordi det er OR)
0=1 (stregen over 0 leeses som "0 negeret™) 1=0

"0 negeret" kan ogsa siges som "ikke 0".
"1 negeret" siges som "ikke 1."

Var opmaerksom pa, at nu anvendes 7+’ som AND (og ikke som gangetegn). Det samme galder plus-
tegnet. | Boolesk algebra betyder 1 + 1 en OR-gate - hvis den ene eller den anden er 17, sé skal udgangen
vare 17

Summegvelse 18 - snak med sidemanden
Udregn falgende Booleske udtryk

a) 01

b) 11

c) 1+1

d 0+1

e) 1«0

f) (100) + (1e1) =

g) (120) + (1le1)=
h) (0Oe1)+(1e1)+(0e0) =

i) (1+0)e0+ O +(1°Iol)=

j) 1-(1+6) + 14+ (1+1)-=
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2.5.1 Logiske operatorer fra hverdagen
Skal badekar-eksemplet skrives med logiske operatorer, kommer det til at se saledes ud:

Vandhane _adben =  Badekar_ fyldt
Vores sandhedstabel s& s&dan her ud:

A (badekar) | Q (vandhane)

0 1
1 0

Sandhedstabel for vandhane og badekar

Eksemplet med kompressoren havde fglgende sandhedstabel

B(230V) A (Tryk) Q (Luftpumpe)
0 0 0
0 1 0
1 0 1
1 1 0

Sandhedstabel for en hobby kompressor
Luftpumpen er teendt nar trykket er lavt, og der er 230 V.

Det giver fglgende booleske udtryk: Q —A-B

Summegvelse 19 - snak med sidemanden
a) Find sandhedstabellen for en OR-gate frem og opstil et boolesk udtryk for den.

b) Find sandhedstabellen for en AND-gate frem og opstil et boolesk udtryk for den.

Summegvelse 20 - snak med sidemanden

Vaskemaskine. Lagen i en vaskemaskine skal blokeres (Q = 0), hvis der er vand (A) i vaskemaskinen, og
man prgver at abne lagen. Kredslgbet skal ogsa blokere lagen, hvis tromlen (B) karer.

a) Lav en sandhedstabel for systemet
b) Lav et lille gatekredslgb der opfaerer sig som beskrevet.

c) Beskriv kredslgbet med et boolesk udtryk.

Summegvelse 21 - snak med sidemanden

Bevagelsessensor. Lyset i en carport skal teendes, hvis der er bevaegelse foran en bevagelsessensor.
Kredslgbet skal kun virke, nar der er mgrkt (males med en lyssensor).

a) Lav en sandhedstabel for systemet
b) Lav et lille gatekredslgb, der opfarer sig som beskrevet.

c) Beskriv kredslgbet med et boolesk udtryk.
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Summegvelse 22 - snak med sidemanden

Brug boolesk regneregler pa falgende udtryk
Husk at "+" angiver OR (ikke addition), og at "*" angiver AND (ikke gange).

Eksempel 0001 | 0110 + 0010 | 0100 . De to tal skal OR’es sammen

0 0 0 1 0 1 1 0

+ 0 0 1 0 0 1 0 0

= 0 0 1 1 0 1 1 0

a) 0000 | 0110 + 0010 | 1000 (sat selv tallene ind i skemaet)

b) 0110 | 1100 + 1010 | 1001 (sat selv tallene ind i skemaet)

c) 0001 | 0110 + 1010 | 0100

d) 0110 | 0110 + 1010 | 1011

e) 0001 | 0100 + 0010 | 1010

f) 1100 | 0110 + 1010 | 0000
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@velse 23 - sidder du fast sa snak med sidemanden

Et netstik til en stuelampe stikkes i en stikkontakt. Nar der teendes og slukkes pa stikkontakten, teendes og
slukkes lampen. MEN pa ledningen er der monteret en afbryder. Nar ledningsafbryderen er teendt, fungerer
stikkontakt-kontakten normalt. Hvis ledningsafbryderen er slukket, kan lampen ikke teendes.

a) Opstil en sandhedstabel for systemet
b) Konstruer et lille gatekredslgb, der opfarer sig pa tilsvarende made.

c) Beskriv kredslgbet med booleske udtryk.

@velse 24 - sidder du fast s snak med sidemanden

Konstruer et lille gate kredslgb, der giver alarm, hvis lygterne i en gammel bil er teendt, selvom der ikke er
teending pa (altsa beep-beep, hvis man glemmer at slukke lyset, efter man har kert en tur).

Kredslgbet skal ogsa give alarm, nar der er teending pa, men med samtidig slukkede lygter (altsa beep-
beep, nar der karers en tur med slukkede lygter). Beskriv kredslgbet med booleske udtryk.

a) Opstil en sandhedstabel for systemet.
b) Beskriv kredslgbet med booleske udtryk.

c) Kredslabets populare navn er ulighedsdetektor.
Prov at Google “basic logic gates” og klik pa topmenu punktet Billeder”.
Find det symbol, der passer med den fundne sandhedstabel.

Nyttig viden eller ligegyldig info

Der ligger et godt SRP projekt i at kombinere argumentationsteknik (Toulmins argumentations-model)
med Boolesk algebra. Det er Engelsk A (eller Dansk A) og informatik C (eller B)

Alternativt til informatik kan veere matematik, fordi Boolesk algebra kan bruges som supplerende stof til
matematik.

Tag fx Romneys tale til det 12. konvent i 2012. Der er meget patos, men ogsa lidt logos, logik (han taler
om praesident Obama):

- This president can ask us to be patient.

- This president can tell us it was someone else’s fault.

- This president can tell us that the next four years he’ll get it right.

- But this president cannot tell us, that you are better off today than when he took office.

Finder man Obamas tale fra samme ar, kan der laves en god sammenligning.
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2.6 Booleske regneregler
Raekkefglgen: Nar man regner med booleske udtryk lgser man parenteserne farst (ligesom vi plejer)

X
(1-0)+(1-1)=0+1 efterfelgende Igser man udtrykket 0 + 1 = 1
~_ X

AND () "binder" mere end OR (+)
Vi begynder med at udregne AND () forst, og bagefter udregner vi OR (+).

Det kender vi fra den normale matematik, hvor vi udregner gange og division farst, inden tallene leegges
sammen.

| ti-talsystemet udregnes:
2¢10+4e3 normalt ved at forst at sige: 2 ¢ 10=20 og 4¢3 =12.
Nar det er gjort, leegges de to tal sammen. 20 + 12 = 32.

S& 2e10+4e3 bliver 32.

I boolesk algebra skal det se saledes ud:
10 + 11 udregnesved farstmed ANDaf 1¢0=0 og 1¢1=1.
Nar det er gjort, OR'es de to tal sammen. 0+1 =1.

Med andreorder: 10 + 11 =1.

@velse 25 - sidder du fast s& snak med sidemanden
Vis at felgende udtryk giver ”1”:

a) Oel+1e1 =

b) 1¢1+0 =

c) 1e1+0e1+1e0+1+0=

d) (1e0)+ 0+ (0el1)+ 1+ (1e1)=
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2.6.1 Inverteringsbjeelken
Inverteringsbjalken fungerer som en parentes. Det bjaelken dakker, skal inverteres (det, der star i ly af
bjeelken, hvis det regner, skal vendes om).

0 bliver til 1 og 1 bliver til 0

(1 +1) bliver til (_1) fordi vi udregner parentesen farst, og "1 bliver til 0.

Nyt eksempel: 1+ (1< 1)+0.

Forst loses parentesen. Det er 11 og det bliver 1.

ler0. S&nustirder: 1+0+0

Nu kan udregningen afsluttes: 1+0+0 = 1

2.6.2 De Morgans regel - ophavelse af Inverteringsbjalke

| ti-talsystemet kan en negativ parentes fjernes ved at andre fortegnet.
y=-(x - 3) hvilketerdetsammesom y= -x+3

En Inverteringsbjalke, der deekker to pladser, kan fjernes ved at den "falder ned". De fortegn, den deekker
(de fortegn stumperne fra bjaeelken rammer, nar den falder ned), skal &ndres.

1 + 1 erdetsammesom 1 » I. Bjeelken er delt i to og fortegnet under den, er endret

1 « 1 erdetsamme som T + T

Eksempel: 1+ 1«1 +0 = 1+1+1+0

Det er ogsa i orden at udregne det der star under bjaelken

Eksempel: 1+ 1«1 +0 = 1+1+0
To bjalker gar ud med hinanden

0+1 = 0+1

Ved en lang og en kort bjelke oven pa hinanden, lader man farst den leengste bjaelke falde ned.

1 +1 + 0 forst lader man den starste bjeelke falde ned: T c1+0
De to farste bjaelker gar ud med hinanden, og det bliver: 1 « T + 0
Nu kan bjeelken over 1 fjernes: 1«0+0

Til sidst kommer udregning: 1<0+0 blivertii 0+0 =0

Ken Mathiasen© 10/10-2021 ISBN 978-87-973415-3-7 Side 24 af 32



@velse 26 - sidder du fast s snak med sidemanden
Vis at fglgende udtryk kan reduceres ned til 0

a) 1+0 =

b) (0+1)+0+ 11 =

) (1+0)e0+ I +(Iele1)+0=

d) 101 + 0 + (1+0)=

2.6.3 Bogstaverne fra sandhedstabellerne indseettes

I boolesk algebra anvendes A, B, C osv. for de forskellige indgange nar man tegner gates. Hver indgang

kan veere 1 eller 0.

Skrives regnereglerne op med bogstaver (ligesom man normalt ggr med formler), kommer det til at se

séledes ud:

1+0= 190 med bogstaver bliver dettil A+B = Ae B

Herefter kan udtrykket tegnes med gates og en sandhedstabel kan laves:

DS N

D=

P P, O Olw
R O R Ol
P P P O|ld
o oor|P

Det blivertil A + B

B A B A |Q
0 01 11
0o 1|1 0|0
1 0|0 1]0
1 1/0 o01]oO
4+B

Nar de to sandhedstabeller sammenlignes og man ser at de to Q-reekker er ens, betyder det, at kredslgbene

er ens.

En bjelke, der deekker et helt udtryk A+B, er en inverter pa udgangen.

En bjeelke, der kun daekker et bogstavK, er en inverter pa en indgang.

Vigtig viden eller ligegyldig info

En OR-Gate med en inverter pa udgangen, kaldes en NOR-gate
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@velse 27 - sidder du fast s snak med sidemanden
a) Tegn de to Boelske udtryk med gates

AeB 0g A+ B

b) Lav de tilhgrende sandhedstabeller

P | Q

R P O Olw
P O r O>
P, P, O Olw
O r Ol>

@velse 28 - sidder du fast s& snak med sidemanden
En anden boolesk regneregel er: A + AeB = A

a) Tegn udtrykket "A + AeB" med gates

b) Lav en sandhedstabel for udtrykket

P | Q

R R OO W
~ O r o>

@velse 29 - sidder du fast s snak med sidemanden

a) Opskriv sandhedstabellen for fglgende udtryk: Q= Coe (B+A)

C B A C (B+A) Q
0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1
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@velse 30 - sidder du fast s& snak med sidemanden
a) Opskriv sandhedstabellen for falgende udtryk: Q= B+(CeA)

C B A A (CeA) Q
0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1

b) Tegn kredslgbet med gates

@velse 31 - sidder du fast sa snak med sidemanden
Herunder er vist et gate-kredslgb. Opstil den tilhgrende sandhedstabel

D
B AND Q
o w.

C B A Q
0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1

b) Opstil det booleske udtryk

@velse 32 - sidder du fast sa snak med sidemanden
a) Opstil det booleske udtryk bag falgende kredslgb

Q

) S

P PR, OO0OO0OOoOnh
R P OORRKROONW
P ORFrRORrRORrOP
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2.6.4 Opsummering af regneregler og skrivemade

Farst et par regneregler - er man i tvivl kan reglen altid testes med en sandhedstabel:

1) En Inverteringsbjeelken kan falde ned og endre fortegn A +B = AeB

2) Optreeder en variabel alene (OR) kan de andre slettes A+AeB =A
3) En operator OR'ed med sig selv, giver det oprindelige A+A = A
4) En operator AND'ed med sig selv, giver det oprindelige AeA = A
5) Man kan gange (AND) ind i en parentes: Ae(B+C)=AeB+AeC

6) Man kan OR en parameter ind i en parentes: A+ (B e C)=(A+B) ¢ (A+C)

Eksempel pa reduktionsstykke: Q=A*¢(B+C) + AeC
farst AND'es parentesen ud (regel 5): Q=AeB + AeC + AeC

Q=AeB + AeC + AeC ensoperatorer samles (regel 3): AeB + AeC

Q=AeB + AeC ”A” sgttes uden for en parentes (regel 5): Q=A ¢ (B+C)
Tegnes det sidste eksempel, ser det saledes ud:

A+(B+C) A

A
B+C | ANLA +c | Anp A«(B+C)
= L \ i

AND2

Det der kommer igennem de to kredslgb, er det samme.

@velse 33 - sidder du fast s snak med sidemanden
Reducer fglgende udtryk:

a) Q=A+E

b) Q=B+Ae*B

c) Q=(Ae B)+COE+A

d Q=(Ae*B)+(A 0?) (begynd med at seettes A udenfor en parentes)
e) Q=KBE+ ABE+ AEC+ABC (ABC er det samme som AeBe(C)

f) Q= ABC + ABC + ABC + ABC
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Vigtig viden eller ligegyldig info

| dette haefte anvendes matematiske tegn som udtryk for de logiske sammenhange, som det gares i
elektronikindustrien (Elektronik Stabi, Teknisk Forlag, Mogens Boman & Jan Fialla, ISBN 87-571-1075-
1).

I Jargen Eberts bog (Boolesk Algebra, Systime, ISBN 87-7351-339-3) anvendes andre symboler.

AeB and Konjunktion ANB
A invertering Negation 1A
A+B or Disjunktion AV B

2.7 Reduktion med Karnaughkort
Logiske reduktionsopgaver kan lgses grafisk med Karnaughkort. Sandhedstabellen skrives op og indsattes

I derefter en matrice. Det er ofte nemmere end at foretage udregningen.

Eksempel pa reduktion af: Q = ;\BE + ABE + AIEC + ABC

CBA|Q
00O0]O
001]0
0101
0111
10010
1011
110 O\ Hvercellf
repraesenterer
Litalidd Qr?enlinjeaf
sandhedstabellen \
Karnaughkort for BA \ BA BA BA
00 01 11 10
C 0 0 |\0 1 1
C 1 0 Y1 1

Den markerede celle er nr C=1, B=0 og A=1dvs. CBA=1

For at reducere samles alle ’1” der star ved siden af hinanden. Det vil sige at ”’1”” grupperes i
Karnaughkortet.

Karnaughkort for BA BA BA BA
00 01 10

11
C 0 0 0 [(1 17
C 1 0 1 T [ o

Det ses at ndr C =0 (dvs. C) er det lige meget hvad "A" er, i kolonne BA og BA , bare B = 1.
Sa farste led i lgsningener,atQ=C-B + ...
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Naeste gruppe med "1" findes:

Karnaughkort for ﬁ EA BA BK
00 01 11 10
T 0 0 0 [ 1 1
C 1 0 (1 1y 0

Det ses at ndr C = 1, er det lige meget hvad "B" er i kolonne BA og BA, nar bare A = 1.
Det giver leddet, C-A (dvs. Q=1 nar C-A - altsd Q=1 nar C=1 AND A=1)
S& med det andet led, bliver lgsningen Q =C-B + C-A

Nu kan der ikke laves flere slgjfer - vi er feerdige. S& det reducerede udtryk er Q = CB + CA

2.8 Karnaughkort regler
Ved brug af Karnaughkort skal man altid lave de starste slgjfer farst. Slgjferne skal veere rektangulaere

eller kvadratiske.
Alle ettaller skal slgjfes sammen.
Samme ettal ma gerne indga i flere slgjfer.

a) Reducer fglgende udtryk med Karnaughkort: Q = ,_ABE + ABE: + RBC + ABC

Begynd med at indskrive sandhedstabellen i Karnaughkortet.
Det forste 1-tal skal skrives i reekken for C=0. | kolonnen for B=1 og A=0 (dvs. BA - “her”)

CBA|Q
00O0]|O

00110 _ i
010 1 Karnaughkort for BA BA BA BA
0111 B 00 01 11 10
1000 - 0 her
101]0 c 1

110]1

111]1
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b) Reducer fglgende udtryk med Karnaughkort: Q = _ABC_: + ABE: + ATBC + Aéc

CBA|Q

00O0]|O

00110 i 3
010 1 Karnaughkort for BA BA BA BA
0111 B 00 01 11 10
1001 C 0

101 |1 c 1

11010

11110

c) Reducer fglgende udtryk med Karnaughkort: Q = ABC + ATBC + ABC + ;\BC

CBA|Q

000

001 — —
010 Karnaughkort for BA BA BA BA
011 _ 00 01 11 10
100 ¢ 0

101 c 1

110

111

d) Reducer felgende udtryk med Karnaughkort: Q = AB_C + ABE + A_BC + ABC

CBA|Q

000

001 ST i
010 Karnaughkort for BA BA BA BA
011 _ 00 01 11 10
100 C 0 1 1

101 C 1 1 1

110

111

Her er et veerktgj der kan hjalpe med reduktionsstykkerne:
http://www.softpedia.com/get/Others/Home-Education/KarnaughMap.shtml
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OR gate

e
0 ©

Kontakt 2

e

0 ©
0 A Kontakt 1
1 Q —+—_— Batteri Lampe
1 B - 9V 100 ohm
1

B
0
0
1
1
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1) En Inverteringsbjeelken kan falde ned og &ndre fortegn A +B = AeB

2) Optraeder en variabel alene (OR) kan de andre slettes A+AeB = A
3) En operator OR'ed med sig selv, giver det oprindelige A+A = A
4) En operator AND'ed med sig selv, giver det oprindelige AeA = A
5) Man kan gange (AND) ind i en parentes: Ae(B+C)=AeB+Ae(C

6) Man kan OR en parameter ind i en parentes: A+ (B e C)=(A+B) ¢ (A+C)
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